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ΠΡΟΟΔΟΙ 
 
 
 Οι πρόοδοι αποτελούν µια ειδική κατηγορία των ακολουθιών και εί-
ναι τριών ειδών : αριθµητικές, αρµονικές και γεωµετρικές. 
 
 

ΑΡΙΘΜΗΤΙΚΕΣ ΠΡΟΟΔΟΙ (ΘΕΩΡΙΑ) 
 
 Ορισµός 
 Μια ακολουθία αριθµών α1, α2, …, αν, αν+1, … θα λέµε ότι αποτελεί 
αριθµητική πρόοδο τότε και µόνο τότε αν υπάρχει ένας αριθµός ω, ώστε να 
ισχύει : 
 
 
 
 
 Ο αριθµός ω αποκαλείται λόγος ή διαφορά της αριθµητικής προόδου. 
 
 Η αριθµητική πρόοδος αποκαλείται και πρόοδος κατά διαφορά, γιατί 
εύκολα µπορούµε να παρατηρήσουµε ότι η διαφορά δύο διαδοχικών όρων 
της είναι σταθερή και ίση µε ω. 
 
 Παρατηρούµε επίσης ότι αν ω > 0, τότε η αριθµητική πρόοδος είναι 
γνησίως αύξουσα, γιατί αν+1 > αν, ενώ αν αν ω < 0, τότε η αριθµητική πρόο-
δος είναι γνησίως φθίνουσα, γιατί αν+1 < αν, και τέλος αν ω = 0, τότε η αριθ-
µητική πρόοδος είναι µια σταθερή ακολουθία. 
 
 Ο τύπος για να υπολογίσουµε τον νιοστό όρο αν µιας αριθµητικής 
προόδου συναρτήσει του πρώτου όρου της α 1, της διαφοράς της ω και του ν, 
είναι ο εξής : 
 
 
 
 
 Αποδεικνύεται ότι για µια αριθµητική πρόοδο αν µε διαφορά ω και 
για τους φυσικούς αριθµούς ν και µ, µε µ<ν, ισχύει : 
 
 
 
 
 
 Αυτό σηµαίνει πρακτικά ότι το άθροισµα δύο όρων µιας αριθµητικής 
προόδου που απέχουν εξ ίσου από τους άκρους όρους είναι ίσο µε το άθροι-
σµα των άκρων όρων. Στην περίπτωση που το πλήθος των ν πρώτων όρων 
µιας αριθµητικής προόδου είναι άρτιο σε πλήθος δεν υπάρχει µεσαίος όρος, 
ενώ στην περίπτωση που το πλήθος των ν πρώτων όρων µιας αριθµητικής 

αν+1 = αν + ω, ∀ ν = 1, 2, … 
 

αν = α1 + (ν–1)ω, ∀ ν∈Ν 

α1+µ + αν–µ = α1 + αν 
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προόδου είναι περιττό, τότε υπάρχει µεσαίος όρος και το άθροισµα των ά-
κρων όρων είναι ίσο µε το διπλάσιο του µεσαίου όρου. 
 
 Ένας άλλος ορισµός για µια αριθµητική πρόοδο είναι ο εξής : 
 Μια ακολουθία αν, ν = 1, 2, …, θα λέµε ότι αποτελεί αριθµητική πρό-
οδο τότε και µόνο τότε όταν ισχύει : 
 
 
 
 
 
 Αριθµητικός Μέσος 
 Τρεις αριθµοί α, β, γ αποτελούν διαδοχικούς όρους µιας αριθµητικής 
προόδου, όταν και µόνο όταν ισχύει : 
 
 
 
 

 Στην περίπτωση αυτή, ο β = 
2

γα +
αποκαλείται αριθµητικός µέσος των 

α και γ. 
 
 Σαν γενικό ορισµό, αποκαλούµε αριθµητικό µέσο των ν αριθµών α1, 
α2, …, αν, τον πραγµατικό αριθµό : 
 

ΜΑ = 
ν

αα ν+++ ...21 a
 

 
 

Άθροισµα Όρων Αριθµητικής Προόδου  
 Το άθροισµα Σν των ν πρώτων όρων µιας αριθµητικής προόδου είναι 
ίσο µε : 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Παρεµβολή Αριθµητικών Ενδιαµέσων 
 Το πρόβληµα της αριθµητικής παρεµβολής, όταν µας δίνονται δύο α-
ριθµοί α και β και ο φυσικός αριθµός µ, έγκειται στο να προσδιορίσουµε 
τους µ αριθµούς x1, x2, …, xµ, ώστε οι αριθµοί α, x1, x2, …, xµ, β να αποτελούν 
διαδοχικούς όρους αριθµητικής προόδου. 

2αν = αν–1 + αν+1, ∀ ν = 2, 3, … 
 

2β = α + γ 

Σν = 
2

).( 1 ννaa +  

Σν = 
2

].)1(2[ 1 νων −+a  
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 Για να λύσουµε το πρόβληµα της αριθµητικής παρεµβολής, αρκεί να 
υπολογίσουµε τη διαφορά ω της αριθµητικής προόδους που θέλουµε να σχη-
µατισθεί. Αποδεικνύεται εύκολα ότι : 
 
 
 
 
 
 Ο παραπάνω τύπος αποκαλείται τύπος της αριθµητικής παρεµβολής 
και οι ζητούµενοι αριθµοί είναι οι εξής : 
 

x1 = α+ω,  x2 = α+2ω, …,  xµ = α+µω 
 
 

Παράσταση των Όρων µιας Αριθµητικής Προόδου  
 Όταν γνωρίζουµε το άθροισµα των διαδοχικών όρων µιας αριθµητι-
κής προόδου, τότε αν το πλήθος των όρων είναι περιττό, θα πρέπει να συµ-
βολίσουµε τους όρους ως εξής : 
 

x – νω, …, x – 2ω, x – ω, x, x + ω, x + 2ω, …, x + νω 
 

όπου το x είναι ο µεσαίος όρος της αριθµητικής προόδου και το ω ο 
λόγος (διαφορά) της. Από το άθροισµα των παραπάνω όρων απαλείφονται 
οι όροι µε το ω και έτσι εύκολα υπολογίζουµε το x. 
 
 Στην περίπτωση τώρα που το πλήθος των όρων είναι άρτιο, θα πρέπει 
να συµβολίσουµε τους όρους ως εξής : 
 

x – (2ν– 1)ω, …, x – 3ω, x – ω, x + ω, x + 3ω, …, x + (2ν– 1)ω 
 
 όπου έχουµε δύο µεσαίους όρους, τους x – ω και x + ω, η διαφορά της 
προόδου είναι ίση µε 2ω και το x δεν αποτελεί όρο της προόδου. 
 
 

Χρήσιµα Αθροίσµατα 
 Θα δούµε µερικά χρήσιµα αθροίσµατα των k (k ∈ N) δυνάµεων των ν 
πρώτων φυσικών αριθµών. 
 

Σ1 = 1+2+3+…+ν = 
2

)1( +νν
 

Σ2 = 12+22+32+…+ν2 = 
6

)12)(1( ++ ννν
 

Σ3 = 13+23+33+…+ν3 = 
2

2
)1(






 +νν

= Σ 2
1  

 
 

ω = 
1+

−
µ

αβ  
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ΑΡΙΘΜΗΤΙΚΕΣ ΠΡΟΟΔΟΙ (ΑΣΚΗΣΕΙΣ) 
 
 

1. Να βρεθεί ο 21ος όρος της αριθµητικής προόδου 10, 13, 16, … (Απ. 70).  
2. Να βρεθεί ο αριθµός α ώστε οι αριθµοί 4α+5, 61 και 8α – 3 να αποτε-

λούν διαδοχικούς όρους αριθµητικής προόδου (Απ. α=10).  
3. Ο πρώτος όρος µιας αριθµητικής προόδου είναι ίσος µε 4 και ο 13ος 

είναι ίσος µε 40. Να βρεθεί η πρόοδος καθώς και το άθροισµα των 31 
πρώτων όρων της (Απ. ω=3, Σ=1.519). 

4. Να παρεµβληθούν 10 αριθµητικοί ενδιάµεσοι ανάµεσα στους αριθ-
µούς 6 και 72 (Απ. ω=6). 

5. Να βρεθούν τρεις αριθµοί που να αποτελούν διαδοχικούς όρους µιας 
αριθµητικής προόδου όταν το άθροισµά τους είναι ίσο µε 30 και το γι-
νόµενό τους είναι ίσο µε 910 (Απ. 7, 10, 13 και 13, 10, 7).  

6. Να βρεθούν τέσσερις αριθµοί που να αποτελούν διαδοχικούς όρους 
µιας αριθµητικής προόδου όταν το άθροισµά τους είναι ίσο µε 36 και 
το γινόµενό τους είναι ίσο µε 5.760 (Απ. 6, 8, 10, 12 και 12, 10, 8, 6).  

7. Να αποδειχθεί ότι το άθροισµα των ν πρώτων περιττών αριθµών είναι 
ίσο µε το τετράγωνο του πλήθους τους. 

8. Να βρεθεί ο τετραψήφιος αριθµός του οποίου τα ψηφία αποτελούν 
διαδοχικούς όρους αριθµητικής προόδου και το τελευταίο ψηφίο είναι 
τετραπλάσιο του πρώτου (Απ. 1234 και 2468).  

9. Αν οι αριθµοί α, β και γ βρίσκονται στις θέσεις β, γ και α σε µια αριθ-
µητική πρόοδο, να αποδειχθεί ότι α=β=γ. 

10. Αν ο νιοστός όρος µιας ακολουθίας δίνεται από τον τύπο αν = 3ν+4, 
να αποδειχθεί ότι η ακολουθία αυτή αποτελεί αριθµητική πρόοδο και 
να βρεθούν ο πρώτος όρος της και η διαφορά της (Απ. α 1=7, ω=3). 

11. Να υπολογισθεί το άθροισµα 
ν

ν 12 +
+

ν
ν 22 +

+
ν

ν 32 +
+…+

ν
νν +2

(Απ. 

2
15 +ν

). 
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ΑΡΜΟΝΙΚΕΣ ΠΡΟΟΔΟΙ (ΘΕΩΡΙΑ) 
 
 Ορισµός 
 Μια ακολουθία αριθµών α1, α2, …, αν, αν+1, … θα λέµε ότι αποτελεί 
αρµονική πρόοδο τότε και µόνο τότε αν αν ≠ 0 ∀ ν∈Ν και υπάρχει ένας αριθ-
µός ω, ώστε να ισχύει : 
 
 
 
 
 
 Παρατηρούµε ότι σε µια αρµονική πρόοδο, οι αντίστροφοι των όρων 
της µε την ίδια τάξη αποτελούν όρους µιας αριθµητικής προόδου και έτσι η 
µελέτη µιας αρµονικής προόδου ανάγεται στη µελέτη της αντίστοιχης αριθ-
µητικής προόδου. 
 
 Ο τύπος για να υπολογίσουµε τον νιοστό όρο αν µιας αρµονικής προό-
δου συναρτήσει του πρώτου όρου της α1, της διαφοράς της ω και του ν, είναι 
ο εξής : 
 
 
 
 
 
 
 Αρµονικός Μέσος 
 Τρεις αριθµοί α, β, γ αποτελούν διαδοχικούς όρους µιας αρµονικής 
προόδου, όταν και µόνο όταν ισχύει : 
 
 
 
 
 
 Στην περίπτωση αυτή, ο β αποκαλείται αρµονικός µέσος των α και γ. 
 
 Σαν γενικό ορισµό, αποκαλούµε αρµονικό µέσο των ν αριθµών α 1, α2, 
…, αν ≠ 0, τον πραγµατικό αριθµό : 
 

ΜΗ = 

νααα

ν
1...11

21

+++
 

 
 Πρέπει να έχουµε υπόψη µας ότι δεν υπάρχει τύπος που να δίνει το 
άθροισµα Σν των ν πρώτων όρων µιας αρµονικής προόδου. 
 
 

1

1

+να
 =

να
1

  + ω, ∀ ν = 1, 2, … 

 

αν =
1

1

)1(1 ωαν
α
−+

, ∀ ν∈Ν 

β = 
γα

αγ
+

2  
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Παρεµβολή Αρµονικών Ενδιαµέσων 
 Το πρόβληµα της αρµονικής παρεµβολής, όταν µας δίνονται δύο αριθ-
µοί α και β και ο φυσικός αριθµός µ, έγκειται στο να προσδιορίσουµε τους µ 
αριθµούς x1, x2, …, xµ, ώστε οι αριθµοί α, x1, x2, …, xµ, β να αποτελούν διαδο-
χικούς όρους αρµονικής προόδου. 
 
 Για να λύσουµε το πρόβληµα της αρµονικής παρεµβολής, αρκεί να 

παρεµβάλουµε µ αριθµητικούς ενδιαµέσους ανάµεσα στους αριθµούς 
α
1

και 

β
1

. 

Αποδεικνύεται εύκολα ότι : 
 
 
 
 
 Ο παραπάνω τύπος αποκαλείται τύπος της αρµονικής παρεµβολής. 
 
 
 
 
 

ω = 
αβµ
βα
)1( +

−  
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ΓΕΩΜΕΤΡΙΚΕΣ ΠΡΟΟΔΟΙ (ΘΕΩΡΙΑ) 
 
 Ορισµός 
 Μια ακολουθία αριθµών α1, α2, …, αν, αν+1, … θα λέµε ότι αποτελεί 
γεωµετρική πρόοδο τότε και µόνο τότε αν υπάρχει ένας αριθµός λ, ώστε να 
ισχύει : 
 
 
 
 
 Ο αριθµός λ αποκαλείται λόγος της γεωµετρικής προόδου. 
 
 Η γεωµετρική πρόοδος αποκαλείται και πρόοδος κατά πηλίκο, γιατί 
εύκολα µπορούµε να παρατηρήσουµε ότι το πηλίκο δύο διαδοχικών όρων της 
είναι σταθερό και ίσο µε λ. 
 
 Παρατηρούµε επίσης ότι αν λ  > 1, τότε η γεωµετρική πρόοδος είναι 

απολύτως γνησίως αύξουσα, γιατί 1+να  > να , ενώ αν αν λ  < 1, τότε η γε-

ωµετρική πρόοδος είναι απολύτως γνησίως φθίνουσα, γιατί 1+να  < να , και 

τέλος αν λ  = 1, τότε η γεωµετρική πρόοδος είναι µια απολύτως σταθερή 

ακολουθία. 
 
 Ο τύπος για να υπολογίσουµε τον νιοστό όρο α ν µιας γεωµετρικής 
προόδου συναρτήσει του πρώτου όρου της α1, του λόγου της λ και του ν, είναι 
ο εξής : 
 
 
 
 
 Αποδεικνύεται ότι για µια γεωµετρική πρόοδο αν µε λόγο λ ≠ 0 και για 
τους φυσικούς αριθµούς ν και µ, µε µ<ν, ισχύει :  
 
 
 
 
 
 Αυτό σηµαίνει πρακτικά ότι το γινόµενο δύο όρων µιας γεωµετρικής 
προόδου που απέχουν εξ ίσου από τους άκρους όρους είναι ίσο µε το γινόµε-
νο των άκρων όρων. Στην περίπτωση που το πλήθος των ν πρώτων όρων µιας 
γεωµετρικής προόδου είναι άρτιο σε πλήθος δεν υπάρχει µεσαίος όρος, ενώ 
στην περίπτωση που το πλήθος των ν πρώτων όρων µιας γεωµετρικής προό-
δου είναι περιττό, τότε υπάρχει µεσαίος όρος και το γινόµενο των άκρων 
όρων είναι ίσο µε το τετράγωνο του µεσαίου όρου. 
 
 
 
 

αν+1 = αν . λ, ∀ ν = 1, 2, … 
 

αν = α1 . λ
ν-1, ∀ ν∈Ν 

α1+µ . αν–µ = α1 . αν 
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 Ένας άλλος ορισµός για µια γεωµετρική πρόοδο είναι ο εξής : 
 Μια ακολουθία αν ≠ 0, ν = 1, 2, …, θα λέµε ότι αποτελεί γεωµετρική 
πρόοδο τότε και µόνο τότε όταν ισχύει :  
 
 
 
 
 
 Γεωµετρικός Μέσος 
 Τρεις αριθµοί α, β, γ αποτελούν διαδοχικούς όρους µιας γεωµετρικής 
προόδου, όταν και µόνο όταν ισχύει : 
 
 
 
 
 Στην περίπτωση αυτή, ο β = γα. αποκαλείται γεωµετρικός µέσος ή µέ-
σος ανάλογος των α και γ. 
 
 Σαν γενικό ορισµό, αποκαλούµε γεωµετρικό µέσο των ν αριθµών α 1, 
α2, …, αν, τον πραγµατικό αριθµό : 
 

ΜΓ = ν
νααα ...21  

 
 

Άθροισµα Όρων Γεωµετρικής Προόδου  
 Το άθροισµα Σν των ν πρώτων όρων µιας γεωµετρικής προόδου είναι 
ίσο µε : 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Παρεµβολή Γεωµετρικών Ενδιαµέσων 
 Το πρόβληµα της γεωµετρικής παρεµβολής, όταν µας δίνονται δύο α-
ριθµοί α και β ≠ 0 και ο φυσικός αριθµός µ, έγκειται στο να προσδιορίσουµε 
τους µ αριθµούς x1, x2, …, xµ, ώστε οι αριθµοί α, x1, x2, …, xµ, β να αποτελούν 
διαδοχικούς όρους γεωµετρικής προόδου. 
 
 Για να λύσουµε το πρόβληµα της γεωµετρικής παρεµβολής, αρκεί να 
υπολογίσουµε το λόγο λ της γεωµετρικής προόδους που θέλουµε να σχηµατι-
σθεί. Αποδεικνύεται εύκολα ότι : 
 

αν
2 = αν–1 . αν+1, ∀ ν = 2, 3, … 

 

β2 = α . γ 

Σν = 
1

1

−
−

λ
λν aa  

Σν = 
1

)1(1

−
−

λ
λνa  

λ = 1+µ

α
β  
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 Ο παραπάνω τύπος αποκαλείται τύπος της γεωµετρικής παρεµβολής 
και οι ζητούµενοι αριθµοί είναι οι εξής : 
 

x1 = α.λ,  x2 = α.λ2, …,  xµ = α.λµ 
 
 Στην γεωµετρική παρεµβολή διακρίνουµε τις εξής περιπτώσεις : 
 

1. Αν το µ είναι άρτιος φυσικός αριθµός, οπότε το µ+1 είναι περιττός 
φυσικός αριθµός, τότε θα έχουµε µία µόνο πραγµατική λύση για το λ 
µε βάση τον παραπάνω τύπο και µάλιστα θα ισχύει λ>0 αν α.β>0 και 
λ<0 αν α.β<0. 

2. Αν το µ είναι περιττός φυσικός αριθµός, οπότε το µ+1 είναι άρτιος 
φυσικός αριθµός, και α.β>0 τότε θα έχουµε δύο ετερόσηµες πραγµα-
τικές λύσεις για το λ. 

3. Αν το µ είναι περιττός φυσικός αριθµός, οπότε το µ+1 είναι άρτιος 
φυσικός αριθµός, και α.β<0 τότε δεν θα έχουµε πραγµατικές λύσεις 
για το λ. 

 
 

Παράσταση των Όρων µιας Γεωµετρικής Προόδου  
 Όταν γνωρίζουµε το γινόµενο των διαδοχικών όρων µιας γεωµετρικής 
προόδου, τότε αν το πλήθος των όρων είναι περιττό, θα πρέπει να συµβολί-
σουµε τους όρους ως εξής : 
 

νλ
x

, …, 2λ
x

, 
λ
x

, x, x.λ, x.λ2, …, x.λν 

 
όπου το x είναι ο µεσαίος όρος της γεωµετρικής προόδου και το λ ο 

λόγος της. Από το γινόµενο των παραπάνω όρων απαλείφονται οι όροι µε το 
λ και έτσι εύκολα υπολογίζουµε το x. 
 
 Στην περίπτωση τώρα που το πλήθος των όρων είναι άρτιο, θα πρέπει 
να συµβολίσουµε τους όρους ως εξής : 
 

…, 5λ
x

, 3λ
x

, 
λ
x

, x.λ, x.λ3, x.λ5, … 

 
 όπου έχουµε δύο µεσαίους όρους, ο λόγος της προόδου είναι ίσος µε 
λ2 και το x δεν αποτελεί όρο της προόδου. 
 
 

Άθροισµα Άπειρων Όρων Απολύτως Φθίνουσας Γεωµετρικής Προόδου 
 Το άθροισµα Σ των άπειρων όρων µιας απολύτως φθίνουσας γεωµε-

τρικής προόδου, µε πρώτο όρο α1 και λόγο λ, όπου λ <1, είναι ίσο µε : 
λ

α
−1

1  
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ΓΕΩΜΕΤΡΙΚΕΣ ΠΡΟΟΔΟΙ (ΑΣΚΗΣΕΙΣ) 
 
 

1. Να βρεθεί ο 8ος όρος της γεωµετρικής προόδου 1, 2, 4, … (Απ. 128).  
2. Να βρεθεί ο αριθµός α ώστε οι αριθµοί α, 6 και 9 να αποτελούν δια-

δοχικούς όρους γεωµετρικής προόδου (Απ. α=4). 
3. Ο πρώτος όρος µιας γεωµετρικής προόδου είναι ίσος µε 2 και ο 7 ος εί-

ναι ίσος µε 
32
1

. Να βρεθεί η πρόοδος καθώς και το άθροισµα των 20 

πρώτων όρων της (Απ. λ=
2
1

, Σ=4– 182
1

). 

4. Να παρεµβληθούν 4 γεωµετρικοί ενδιάµεσοι ανάµεσα στους αριθµούς 
2 και 64 (Απ. λ=2). 

5. Να βρεθούν τρεις αριθµοί που να αποτελούν διαδοχικούς όρους µιας 
γεωµετρικής προόδου όταν το άθροισµά τους είναι ίσο µε 21 και το γι-
νόµενό τους είναι ίσο µε 216 (Απ. 3, 6, 12 και 12, 6, 3).  

6. Να υπολογισθεί το άθροισµα των άπειρων όρων 2, 
2
1

,
8
1

,
32
1

,… (Απ. 

3
8

). 

7. Να βρεθεί ο ρητός αριθµός που ισούται µε τον περιοδικό δεκαδικό 

αριθµό 2,151515… (Απ. 
99
213

). 

8. Να αποδειχθεί ότι οι διαφορές των διαδοχικών όρων µιας γεωµετρι-
κής προόδου δηµιουργούν επίσης µια γεωµετρική πρόοδο. Ποιος είναι 
ο λόγος αυτής της γεωµετρικής προόδου; (Απ. λ). 

9. Να αποδειχθεί ότι τα τετράγωνα των διαδοχικών όρων µιας γεωµετρι-
κής προόδου δηµιουργούν επίσης µια γεωµετρική πρόοδο. Ποιος είναι 
ο λόγος αυτής της γεωµετρικής προόδου; (Απ. λ2). 

10. Να βρεθεί η απολύτως φθίνουσα γεωµετρική πρόοδος της οποίας ο 

πρώτος όρος είναι ίσος µε τα 
15
6

 του αθροίσµατος των άπειρων όρων 

της και το άθροισµα των τριών πρώτων όρων της είναι ίσο µε 
25

147
(Απ. 

α1=3, λ=
5
3

). 

11. Να βρεθεί η απολύτως φθίνουσα γεωµετρική πρόοδος της οποίας το 
άθροισµα των άπειρων όρων της είναι ίσο µε 6 και το άθροισµα των 

τετραγώνων των άπειρων όρων της είναι ίσο µε 18 (Απ. α 1=4, λ=
3
1

). 

12. Αν το άθροισµα των ν όρων µιας ακολουθίας δίνεται από τον τύπο Σν 
= 4ν–1, να αποδειχθεί ότι η ακολουθία αυτή αποτελεί γεωµετρική 
πρόοδο και να βρεθούν ο πρώτος όρος και ο λόγος της (Απ. α1=3, 
λ=4). 

 
 
 


