
Δ/νση Β’/θµιας Εκπ/σης Φλώρινας – Κέντρο ΠΛΗ.ΝΕ.Τ. – Πολυώνυµα 
 

1 

ΠΟΛΥΩΝΥΜΑ 
  

ΑΚΕΡΑΙΑ ΠΟΛΥΩΝΥΜΑ ΜΙΑΣ ΜΕΤΑΒΛΗΤΗΣ 
 
 Ορισµός 
 Ονοµάζουµε ακέραιο πολυώνυµο του x κάθε έκφραση της µορφής : 
 

ανx
ν + αν-1x

ν-1 + αν-2x
ν-2+ … +α1x + α0  

 
όπου αν, αν-1, αν-2, …, α1, α0 ∈C και ν∈Ν. 

 
 Οι αριθµοί αν, αν-1, αν-2, …, α1, α0 αποκαλούνται συντελεστές του πο-
λυωνύµου και το α0 αποκαλείται σταθερός όρος (είναι ο συντελεστής του x0). 
Οι εκφράσεις αkx

k, όπου k ∈Z και k ≥ 0, αποκαλούνται ακέραια µονώνυµα του 
x και αποτελούν τους όρους του πολυωνύµου. Πιο συγκεκριµένα, ο ανx

ν είναι 
ο πρώτος όρος και ο αν ο πρώτος συντελεστής του πολυωνύµου. 
 
 Το σύνολο των ακέραιων πολυωνύµων του x µε µιγαδικούς συντελε-
στές θα το συµβολίζουµε µε C[x] και τα στοιχεία του C[x], δηλαδή τα ακέραια 
πολυώνυµα του x, θα τα συµβολίζουµε µε P(x), Q(x), R(x), p(x), Δ(x), Φ(x), 
δ(x), φ(x), π(x), υ(x) κοκ. 
 
 Επειδή το σύνολο C[x] αποτελεί µια ευρύτερη κατηγορία, µπορούµε 
να έχουµε και τα εξής σύνολα ακέραιων πολυωνύµων : 
 

• R[x], το σύνολο των ακέραιων πολυωνύµων µε πραγµατικούς συντελε-
στές. 

• Q[x], το σύνολο των ακέραιων πολυωνύµων µε ρητούς συντελεστές. 
• Z[x], το σύνολο των ακέραιων πολυωνύµων µε ακέραιους συντελεστές. 

 
 

Ισότητα Πολυωνύµων 
Δύο πολυώνυµα P(x) και Q(x) θα λέµε ότι είναι ίσα, όταν και µόνο ό-

ταν, οι συντελεστές των ίσων δυνάµεων του x είναι ίσοι. Δηλαδή, αν α k είναι 
οι συντελεστές του ενός πολυωνύµου και βk οι συντελεστές του άλλου πολυω-
νύµου, όπου k∈Ν, θα έχουµε : 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

P(x) = Q(x) ⇔  αk = βk, ∀ k = 0, 1, 2, …, ν 
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Το Μηδενικό Πολυώνυµο 
Μηδενικό πολυώνυµο ονοµάζεται το πολυώνυµο του οποίου όλοι οι 

συντελεστές είναι ίσοι µε το µηδέν και συµβολίζεται µε 0(x). Δηλαδή, ένα 
πολυώνυµο P(x) είναι ίσο µε το µηδενικό πολυώνυµο όταν και µόνο όταν : 
 

αν = αν-1 = … = α1 = α0 = 0 
 

 
 
 
 
 

Βαθµός µη Μηδενικού Πολυωνύµου 
 Βαθµός ενός ακέραιου µη µηδενικού πολυωνύµου ονοµάζεται ο µεγα-
λύτερος εκθέτης της µεταβλητής x, της οποίας ο συντελεστής είναι διάφορος 
του µηδενός. Μπορούµε ισοδύναµα να πούµε ότι βαθµός ενός ακέραιου µη 
µηδενικού πολυωνύµου ονοµάζεται ο δείκτης ν του πρώτου συντελεστή α ν του 
πολυωνύµου. 
 
 Το µηδενικό πολυώνυµο δεν έχει βαθµό, ενώ τα σταθερά πολυώνυµα 
P(x)=α0, όπου α0 ≠ 0, είναι πολυώνυµα µηδενικού βαθµού. 
 
 

Πράξεις µε Πολυώνυµα 
 Ανάµεσα στα στοιχεία του C[x], δηλαδή ανάµεσα στα ακέραια πολυώ-
νυµα του x µε συντελεστές µιγαδικούς αριθµούς, µπορούµε να ορίσουµε το ά-
θροισµα, τη διαφορά και το γινόµενο δύο ακέραιων πολυωνύµων του x, που 
αποτελεί επίσης ένα ακέραιο πολυώνυµο του x, δηλ. ένα στοιχείο του C[x]. 
 
 Ονοµάζουµε άθροισµα των ακέραιων πολυωνύµων P(x) και Q(x) του 
C[x], και το συµβολίζουµε µε P(x)+Q(x), το ακέραιο πολυώνυµο που έχει συ-
ντελεστή του xk, όπου k=0, 1, 2, …, ν, το άθροισµα των συντελεστών του xk 
στα δύο πολυώνυµα. 
 

Ονοµάζουµε αντίθετο του ακέραιου πολυωνύµου P(x) του C[x], και το 
συµβολίζουµε µε –P(x), το ακέραιο πολυώνυµο που έχει συντελεστές τους α-
ντίθετους των συντελεστών του f(x). 
 

Ονοµάζουµε διαφορά του ακέραιου πολυωνύµου Q(x) του C[x] από το 
ακέραιο πολυώνυµο P(x) του C[x], και το συµβολίζουµε µε P(x)–Q(x), το ακέ-
ραιο πολυώνυµο P(x)+[–Q(x)]. 
 

Ονοµάζουµε γινόµενο ενός αριθµού λ επί ενός ακέραιου πολυωνύµου 
P(x) του C[x], και το συµβολίζουµε µε λP(x), το ακέραιο πολυώνυµο που έχει 
συντελεστές τα γινόµενα του αριθµού λ επί τους αντίστοιχους συντελεστές 
του P(x). 
 

Ονοµάζουµε γινόµενο των ακέραιων πολυωνύµων P(x) και Q(x) του 
C[x], και το συµβολίζουµε µε P(x).Q(x), το ακέραιο πολυώνυµο που έχει συ-

P(x) = 0(x) ⇔  αν = αν-1 = … = α1 = α0 = 0 
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ντελεστή του xk, όπου k=0, 1, 2, …, 2ν, το άθροισµα των γινοµένων των συ-
ντελεστών των δύο πολυωνύµων που έχουν άθροισµα δεικτών ίσο µε k. Δη-
λαδή, ο συντελεστής του x2 είναι το άθροισµα α0β2 + α1β1 + α2β0. 
 
 Το µηδενικό πολυώνυµο 0(x) είναι το ουδέτερο στοιχείο της πρόσθε-
σης των πολυωνύµων και το σταθερό πολυώνυµο 1 είναι το ουδέτερο στοι-
χείο του πολλαπλασιασµού των πολυωνύµων. 
 
 Ο βαθµός του αθροίσµατος και της διαφοράς δύο ακεραίων πολυωνύ-
µων P(x) και Q(x) είναι µικρότερος ή ίσος από τον µέγιστο βαθµό των δύο 
πολυωνύµων. Στην περίπτωση της πρόσθεσης, ο βαθµός του αθροίσµατος εί-
ναι µικρότερος από τον µέγιστο βαθµό των δύο πολυωνύµων, όταν τα δύο 
πολυώνυµα είναι του ίδιου βαθµού και οι συντελεστές των πρώτων όρων τους 
είναι αντίθετοι. 
 
 Αντίστοιχα, στην περίπτωση της αφαίρεσης, ο βαθµός της διαφοράς 
είναι µικρότερος από τον µέγιστο βαθµό των δύο πολυωνύµων, όταν τα δύο 
πολυώνυµα είναι του ίδιου βαθµού και οι συντελεστές των πρώτων όρων τους 
είναι ίσοι. 
 

Ο βαθµός του γινοµένου λP(x) είναι ίσος µε τον βαθµό του P(x) και ο 
βαθµός του γινοµένου P(x).Q(x) είναι ίσος µε το άθροισµα των βαθµών των 
P(x) και Q(x). 
 
 Χρήσιµες είναι και οι επόµενες προτάσεις : 
 

• Αν P(x) = Q(x) ⇔  P(x) – Q(x) = 0(x). 
• Αν για τα ακέραια πολυώνυµα P(x) και Q(x) ισχύει : P(x).Q(x) = 0(x), 

τότε ένα τουλάχιστον απ’ αυτά θα είναι το µηδενικό πολυώνυµο. 
• Το γινόµενο δύο µη µηδενικών ακέραιων πολυωνύµων δεν µπορεί να 

είναι ίσο µε το µηδενικό πολυώνυµο. 
• Αν R(x) ≠ 0(x) και P(x).R(x) = Q(x).R(x) ⇒  P(x) = Q(x). 

 
 

Αριθµητική Τιµή και Ρίζα Πολυωνύµου 
 Μπορούµε να θεωρήσουµε την έκφραση ενός ακέραιου πολυωνύµου 
 

P(x) = ανx
ν + αν-1x

ν-1 + αν-2x
ν-2+ … +α1x + α0 

 
σαν µια συνάρτηση µε ανεξάρτητη µεταβλητή το x (πολυωνυµική συνάρτηση). 
 
 Η εικόνα P(λ) ενός αριθµού λ, δηλ. η έκφραση 
 

ανλ
ν + αν-1λ

ν-1 + αν-2λ
ν-2+ … +α1λ + α0 

 
αποκαλείται αριθµητική τιµή της πολυωνυµικής συνάρτησης για x = λ ή πιο 
απλά αριθµητική τιµή του πολυωνύµου P(x) για x = λ. 
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 Ένας αριθµός ρ∈C θα αποκαλείται ρίζα ενός ακέραιου πολυωνύµου 
P(x)∈C[x], όταν και µόνο όταν η αριθµητική τιµή του πολυωνύµου για x = ρ 
είναι ίση µε µηδέν, δηλ. P(ρ) = 0. 
 
 
 
 
 Το σύνολο των ριζών ενός ακέραιου πολυωνύµου P(x) ∈C[x] αποκα-
λείται σύνολο αλήθειας του πολυωνύµου P(x). Αποδεικνύεται ότι κάθε ακέ-
ραιο πολυώνυµο µε µιγαδικούς συντελεστές και µε βαθµό ν ≥ 1, έχει ν µιγαδι-
κές ρίζες. 
 
 

ρ ρίζα του P(x) ⇔  P(ρ) = 0 
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ΔΙΑΙΡΕΣΗ ΑΚΕΡΑΙΩΝ ΠΟΛΥΩΝΥΜΩΝ 
 

Τέλεια Διαίρεση Πολυωνύµων 
 Αν Δ(x) και δ(x) είναι δύο ακέραια πολυώνυµα του C[x], θα λέµε ότι 
το δ(x) διαιρεί το Δ(x), και θα γράφουµε δ(x)/Δ(x), αν και µόνο αν δ(x) ≠ 0(x) 
και υπάρχει ένα ακέραιο πολυώνυµο π(x)∈C[x], ώστε να ισχύει : 

Δ(x) = δ(x)π(x) 
 
 
 
 
 Μπορούµε να λέµε ότι το Δ(x) διαιρείται ή είναι διαιρετό από το δ(x) 
ή ότι το Δ(x) είναι πολλαπλάσιο του δ(x) ή ότι το δ(x) είναι διαιρέτης του 
Δ(x) ή ότι το δ(x) είναι παράγοντας του Δ(x) ή τέλος ότι το δ(x) διαιρεί το 
Δ(x). Σε µια τέλεια διαίρεση πολυωνύµων, το πολυώνυµο Δ(x) ονοµάζεται δι-
αιρετέος, το δ(x) διαιρέτης και το π(x) πηλίκο της διαίρεσης Δ(x) : δ(x). 
 
 Πρέπει να έχουµε υπόψη µας ότι το µηδενικό πολυώνυµο διαιρείται α-
πό κάθε µη µηδενικό πολυώνυµο και δίνει πηλίκο µηδέν, αλλά το µηδενικό 
πολυώνυµο δεν διαιρεί κανένα πολυώνυµο. 
 
 Ακολουθούν ορισµένες χρήσιµες παρατηρήσεις – προτάσεις : 
 

• Κάθε πολυώνυµο διαιρείται από κάθε σταθερό αλλά µη µηδενικό πο-
λυώνυµο. 

• Κάθε πολυώνυµο διάφορο του µηδενικού διαιρεί τον εαυτό του.  
• Ο βαθµός του πηλίκου είναι ίσος µε τη διαφορά των βαθµών διαιρετέ-

ου και διαιρέτη. 
• Αν το πολυώνυµο δ(x) διαιρεί το πολυώνυµο Δ(x), τότε ή το Δ(x)=0(x) 

ή ο βαθµός του Δ(x) θα είναι ≥  από τον βαθµό του δ(x). 
• Το πηλίκο µιας τέλειας διαίρεσης πολυωνύµων είναι µοναδικό.  
• Αν δ(x)/Δ(x) και Δ(x)/Φ(x) ⇒ δ(x)/Φ(x). 
• Αν φ(x) ≠ 0(x) ∧  δ(x)/Δ(x) ⇔  δ(x)φ(x)/Δ(x)φ(x). 
• Αν δ(x)/Δ(x) ⇒  δ(x)/Δ(x)Φ(x) ∀ Φ(x) ∈C[x]. 
• Αν δ(x)/Δ1(x) και δ(x)/Δ2(x) ⇒  δ(x)/Δ1(x) ± Δ2(x). 
• Αν δ1(x)/Δ1(x) και δ2(x)/Δ2(x) ⇒  δ1(x)δ2(x)/Δ1(x)Δ2(x). 
• Αν το δ(x) διαιρεί καθένα από τα πολυώνυµα Δ1(x), Δ2(x), …, Δν(x), 

τότε το δ(x) θα διαιρεί και το πολυώνυµο c1Δ1(x)+c2Δ2(x)+…+cνΔν(x), 
όπου c1, c2, …, cν ∈ C. 

• Αν δ(x)/Δ1(x) ± Δ2(x) και δ(x)/Δ1(x) ⇒  δ(x)/Δ2(x). 
• Αν δ(x)/Δ1(x) και δ(x)/Δ2(x) ⇒  δ(x)/Δ1(x)Φ1(x) ± Δ2(x)Φ2(x), ∀ Φ1(x), 

Φ2(x) ∈C[x]. 
• Αν το δ(x) διαιρεί ένα τουλάχιστον από τα πολυώνυµα Δ1(x), Δ2(x), …, 

Δν(x), τότε το δ(x) θα διαιρεί και το πολυώνυµο Δ1(x)Δ2(x)…Δν(x). 
• Αν δ(x)/δ(x) ⇒  δ(x)/[Δ(x)]ν ∀ ν∈Ν. 
• Αν δ(x)/Δ(x) και Δ(x)/δ(x) ⇒  Δ(x) = c.δ(x), όπου c σταθερά ≠ 0. 

δ(x)/Δ(x) ⇔  δ(x) ≠ 0(x) ∧  ∃  π(x) ∈C[x] : Δ(x) = δ(x)π(x) 
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Πρέπει να έχουµε υπόψη µας ότι σίγουροι διαιρέτες ενός ακέραιου 
πολυωνύµου Δ(x) είναι τα πολυώνυµα µηδενικού βαθµού ≠ 0, το ίδιο το Δ(x) 
αν Δ(x) ≠ 0(x), και όλα τα πολυώνυµα της µορφής cΔ(x), όπου ≠ 0. Οι διαιρέ-
τες αυτοί αποκαλούνται προφανείς διαιρέτες του Δ(x) και κάθε άλλος διαιρέ-
της του f(x) αποκαλείται γνήσιος διαιρέτης του Δ(x). 
 
 Ακολουθούν µερικοί χρήσιµοι ορισµοί : 
 

• Ένα πολυώνυµο Δ(x) ∈C[x], µε βαθµό ν>0, θα αποκαλείται ανάγωγο, 
αν και µόνο αν έχει µόνο προφανείς διαιρέτες, κάτι αντίστοιχο δηλα-
δή µε τους πρώτους αριθµούς στο σύνολο των ακεραίων. Στο C[x] τα 
µόνα ανάγωγα πολυώνυµα είναι τα πολυώνυµα πρώτου βαθµού αx + 
β, µε α ≠ 0, ενώ στο R[x] ανάγωγα πολυώνυµα είναι τα αx + β, µε α ≠ 0 
και τα πολυώνυµα δεύτερου βαθµού που έχουν µιγαδικές ρίζες (Δ<0). 

• Ένα πολυώνυµο δ(x) ∈C[x] θα αποκαλείται κοινός διαιρέτης των πο-
λυωνύµων P(x), Q(x), αν και µόνο αν, διαιρεί και τα δύο πολυώνυµα 
P(x), Q(x). 

• Ένα πολυώνυµο δ(x) ∈C[x] θα αποκαλείται µέγιστος κοινός διαιρέτης 
των µη µηδενικών πολυωνύµων P(x), Q(x), αν και µόνο αν ισχύουν τα 
εξής : 

o Είναι κοινός διαιρέτης των P(x) και Q(x).  
o Το δ(x) διαιρείται από κάθε άλλο κοινό διαιρέτη των P(x) και 

Q(x). 
o Ο πρώτος συντελεστής του είναι το 1. 

• Ο ΜΚΔ δύο πολυωνύµων, αν υπάρχει, είναι µοναδικός και ακόµη εί-
ναι το πολυώνυµο µε τον µεγαλύτερο βαθµό ανάµεσα στους κοινούς 
διαιρέτες των δύο πολυωνύµων. 

• Δύο µη µηδενικά πολυώνυµα P(x), Q(x) θα ονοµάζονται πρώτα µεταξύ 
τους, αν και µόνο αν ο ΜΚΔ τους δ(x) είναι ίσος µε το σταθερό πολυ-
ώνυµο 1. 

 
 

Αλγοριθµική Διαίρεση Πολυωνύµων 
 Για δύο ακέραια πολυώνυµα Δ(x) και δ(x) του C[x] µε δ(x) ≠ 0(x), υ-
πάρχει ένα και µόνο ένα ζευγάρι πολυωνύµων π(x) και υ(x) του C[x], έτσι ώ-
στε να ισχύει : 
 
 
 
 
 Η παραπάνω σχέση αποκαλείται ταυτότητα της αλγοριθµικής διαίρε-
σης Δ(x) : δ(x). Η εύρεση των π(x) και υ(x) αποκαλείται αλγοριθµική ή Ευ-
κλείδια διαίρεση του Δ(x) δια του δ(x) και τα πολυώνυµα Δ(x), δ(x), π(x) και 
υ(x) αποκαλούνται αντίστοιχα διαιρετέος, διαιρέτης, αλγοριθµικό ή ακέραιο 
πηλίκο ή και απλά πηλίκο και υπόλοιπο της διαίρεσης Δ(x) : δ(x). 
 
 
 

Δ(x) = δ(x).π(x) + υ(x) 
όπου ή υ(x)=0(x) ή ο βαθµός υ(x) < βαθµό δ(x) 
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 Ακολουθούν ορισµένες χρήσιµες παρατηρήσεις : 
 

• Αν υ(x) = 0(x), η διαίρεση αποκαλείται τέλεια. 
• Ο βαθµός του πηλίκου της διαίρεσης δύο µη µηδενικών πολυωνύµων 

είναι ίσος µε τη διαφορά των βαθµών διαιρετέου και διαιρέτη.  
• δ(x)/Δ(x) – υ(x), δηλ. ο διαιρέτης διαιρεί το πολυώνυµο της διαφοράς 

του διαιρετέου µείον το υπόλοιπο. 
 

Και µερικές πολύ χρήσιµες προτάσεις : 
 

• Το υπόλοιπο της διαίρεσης ενός ακέραιου πολυώνυµου P(x) ∈C[x] µε 
το διώνυµο x – α, όπου α ∈C, είναι το P(α), δηλ. η αριθµητική τιµή του 
πολυωνύµου για x = α. 

 
 
 

• Το υπόλοιπο της διαίρεσης ενός ακέραιου πολυώνυµου P(x) ∈C[x] µε 

το διώνυµο αx + β, όπου α, β∈C και α ≠ 0, είναι το P(–
α
β

), δηλ. η α-

ριθµητική τιµή του πολυωνύµου για x = –
α
β

. 

 
 
 

 
• Το πολυώνυµο P(x) ∈ C[x] διαιρείται µε το διώνυµο x – ρ, όπου ρ ∈C, 

αν και µόνο αν, το ρ είναι ρίζα του P(x). 
 
 
 

• Αν υ1(x) και υ2(x) είναι τα υπόλοιπα των διαιρέσεων P1(x):δ(x) και 
P2(x):δ(x) αντίστοιχα, όπου δ(x) ≠ 0(x), τότε ισχύει : 

 
 
 

• Σε κάθε αλγοριθµική διαίρεση, ο διαιρετέος και το υπόλοιπο όταν δι-
αιρεθούν µε τον διαιρέτη αφήνουν το ίδιο υπόλοιπο, δηλ. το ίδιο το 
υ(x). 

• Ένα ακέραιο πολυώνυµο P(x), βαθµού ≥ ν, όπου ν∈Ν, διαιρείται µε 
το (x – α)ν, αν και µόνο αν P(α)=0, P1(α)=0, P2(α)=0, …, Pν-1(α)=0, ό-
που P1(x), P2(x), …, Pν-1(x) είναι αντίστοιχα τα πηλίκα των διαιρέσεων : 
P(x):(x – α), P1(x) : (x – α), …, Pν-2(x) : (x – α). 

 
 
 
 
 

P(x) = (x – α).π(x) + P(α) 

P(x) = (αx + β).π(x) + P(–
α
β

) 

x – ρ/P(x) ⇔  P(ρ) = 0 ⇔  P(x) = (x – ρ).π(x) 

δ(x)/P1(x) – P2(x) ⇔  υ1(x) = υ2(x) 
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ΜΕΘΟΔΟΙ ΕΥΡΕΣΗΣ ΥΠΟΛΟΙΠΟΥ 
ΣΤΗ ΔΙΑΙΡΕΣΗ ΠΟΛΥΩΝΥΜΩΝ 

 
 

Μέθοδος 1η 
 Βασίζεται στη γνωστή ιδιότητα ότι το υπόλοιπο της διαίρεσης ενός πο-
λυωνύµου P(x) µε το πολυώνυµο x–α είναι ίσο µε P(α) και ακόµη ότι το υπό-
λοιπο της διαίρεσης ενός πολυωνύµου P(x) µε το πολυώνυµο αx+β είναι ίσο 

µε P(–
α
β

). 

 
 

Μέθοδος 2η (προσδιοριστέων συντελεστών) 
 Εφαρµόζεται στην περίπτωση που ο διαιρέτης είναι της µορφής : 
 

(x–α1)(x–α2)(x–α3) … (x–αν) 
 
 όπου οι αριθµοί α1, α2, α3, ..., αν είναι διαφορετικοί µεταξύ τους ανά 
δύο. Στην περίπτωση αυτή γράφουµε τη βασική ταυτότητα της διαίρεσης των 
πολυωνύµων και έχουµε : 
 

Δ(x) = δ(x).π(x) + υ(x) 
 

Θέτουµε όπου x = α1, α2, α3, ..., αν και προκύπτουν έτσι ν σε πλήθος 
εξισώσεις της µορφής : 
 

Δ(α1) = υ(α1) 
Δ(α2) = υ(α2) 
Δ(α3) = υ(α3) 
… 
Δ(αν) = υ(αν) 

 
 

Μέθοδος 3η (µε χρήση παραγώγων) 
 Εφαρµόζεται στην περίπτωση που ο διαιρέτης είναι της µορφής : 
 

(x–α)κ 
 
 όπου κ∈Ν και κ>1. 
 Στην περίπτωση αυτή γράφουµε τη βασική ταυτότητα της διαίρεσης 
των πολυωνύµων και έχουµε : 
 

Δ(x) = (x–α)κ.π(x) + υ(x) 
 
 Παραγωγίζουµε την παραπάνω σχέση κ–1 φορές και έτσι προκύπτουν 
κ σε πλήθος εξισώσεις. 
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 Μερικές χρήσιµες παρατηρήσεις : 
 

• Το υπόλοιπο της διαίρεσης ενός πολυωνύµου P(x) µε το πολυώνυµο 
(x–α)2 είναι ίσο µε P’(α).x + P(α) – α.P’(α). 

• Για να έχει ένα πολυώνυµο P(x) µια τουλάχιστον διπλή ρίζα α, θα πρέ-
πει P(α) = P’(α) = 0. 

 
 

Μέθοδος 4η (διαδοχικών διαιρέσεων) 
 Εφαρµόζεται στην περίπτωση που ο διαιρέτης είναι της µορφής : 
 

(x–α)κ.(x–β) 
 
 όπου κ∈Ν, κ>1 και α ≠ β. 
 Στην περίπτωση αυτή γράφουµε τη βασική ταυτότητα της διαίρεσης 
των πολυωνύµων Δ(x) και (x–α)κ και έχουµε : 
 

Δ(x) = (x–α)κ.π(x) + υ(x) 
 
 Κάνουµε µετά τη διαίρεση του πολυωνύµου π(x) µε το πολυώνυµο (x–
β) και έχουµε : 
 

π(x) = (x–β).π1(x) + π(β) 
 
 Αντικαθιστούµε στην προηγούµενη σχέση και έχουµε : 
 

Δ(x) = (x–α)κ.(x–β).π1(x) + (x–α)κ.π(β) + υ(x) 
 
 Θέτουµε όπου x = β και βρίσκουµε το π(β). 
 
 

Μέθοδος 5η (ίσων υπολοίπων) 
 Βασίζεται στη γνωστή πρόταση ότι αν ένα πολυώνυµο δ(x) ≠ 0(x) και 
δ(x)/P(x)–Q(x), τότε τα υπόλοιπα των διαιρέσεων P(x):δ(x) και Q(x):δ(x) θα 
είναι ίσα. 
 
 

Μέθοδος 6η (αντικατάστασης) 
 Εφαρµόζεται στην περίπτωση που ο διαιρέτης είναι της µορφής : 
 

(xκ–α) 
 

και ο διαιρετέος είναι της µορφής ανx
ν+αν–1x

ν–1+…+α0, όπου ν ≥ κ. 
 Προσπαθούµε να γράψουµε τον διαιρετέο σε µια µορφή σαν την : 

(xκ)λ.pλ(x)+(xκ)λ–1.pλ–1(x)+…+(xκ)1.p1(x)+p0(x) 
οπότε θέτουµε xν = y και προκύπτει ένα πολυώνυµο ως προς y. Θέ-

τουµε όπου y = α και το πολυώνυµο που θα προκύψει ως προς x θα είναι και 
το ζητούµενο υπόλοιπο. 
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ΙΔΙΟΤΗΤΕΣ ΤΩΝ ΑΚΕΡΑΙΩΝ ΠΟΛΥΩΝΥΜΩΝ 
 

Πολυώνυµα µε Μιγαδικούς Συντελεστές 
Αν ένα ακέραιο πολυώνυµο P(x) ∈C[x] διαιρείται µε καθένα από τα 

διώνυµα (x – ρ1), (x – ρ2), …, (x – ρν), όπου ρ1, ρ2, …, ρν αριθµοί διαφορετικοί 
µεταξύ τους ανά δύο, τότε το P(x) θα διαιρείται και µε το γινόµενο : 

(x – ρ1)(x – ρ2)…(x – ρν) 
και αντίστροφα. 
 

Αν ένα ακέραιο πολυώνυµο P(x) = ανx
ν + αν-1x

ν-1 + αν-2x
ν-2+ … +α1x 

+ α0, βαθµού ν ≥ 1, έχει ως ρίζες τους ν διαφορετικούς µεταξύ τους ανά δύο 
αριθµούς ρ1, ρ2, …, ρν, τότε θα έχουµε : 

P(x) = α(x – ρ1)(x – ρ2)…(x – ρν) 
 
 Ο αριθµός ρ∈C θα αποκαλείται ρίζα βαθµού πολλαπλότητας k, όπου 
k ≥ 1, του πολυωνύµου P(x), αν και µόνο αν υπάρχει ένα ακέραιο πολυώνυµο 
Q(x), ώστε να ισχύει : P(x) = (x – ρ)kQ(x) και Q(ρ) ≠ 0. 
 
 Κάθε ακέραιο πολυώνυµο P(x)∈C[x], βαθµού ν ≥ 1, έχει ν το πλήθος 
ρίζες, ίσες ή διαφορετικές, στο σύνολο C των µιγαδικών αριθµών. 
 

Αν ένα ακέραιο πολυώνυµο P(x) = ανx
ν + αν-1x

ν-1 + αν-2x
ν-2+ … +α1x 

+ α0, βαθµού ν ≥ 1, έχει ως ρίζες τους αριθµούς ρ1, ρ2, …, ρκ, µε βαθµούς πολ-
λαπλότητας λ1, λ2, …, λκ αντίστοιχα, τότε θα έχουµε : 

P(x) = α(x – ρ1)
λ1(x – ρ2)

λ2…(x – ρκ)λκ 
όπου θα ισχύει : λ1+λ2+…+λκ = ν και κ ≤ ν. 
 Η παραπάνω παράσταση ονοµάζεται ανάλυση του πολυωνύµου P(x) 
σε γινόµενο πρώτων παραγόντων. 
 

Αν ένα ακέραιο πολυώνυµο P(x), βαθµού το πολύ ν, µηδενίζεται για 
ν+1 διαφορετικές µεταξύ τους ανά δύο τιµές του x, τότε το P(x) είναι το µη-
δενικό πολυώνυµο. 
 

Αν δύο ακέραια πολυώνυµα P(x) και Q(x), είναι και τα δύο βαθµού το 
πολύ ν, και έχουν τις ίδιες τιµές για ν+1 διαφορετικές µεταξύ τους ανά δύο 
τιµές του x, τότε P(x) = Q(x). 
 

Αν ένα ακέραιο πολυώνυµο P(x), βαθµού το πολύ ν, έχει την ίδια αρι-
θµητική τιµή για ν+1 διαφορετικές µεταξύ τους ανά δύο τιµές του x, τότε το 
P(x) είναι ένα σταθερό πολυώνυµο. 
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Τύποι του Vieta 
 Για ένα ακέραιο πολυώνυµο P(x) = ανx

ν + αν-1x
ν-1 + αν-2x

ν-2+ … +α1x 
+ α0, όπου αν ≠ 0, που έχει ως ρίζες τους ν αριθµούς ρ1, ρ2, …, ρν, ξέρουµε ότι 
ισχύει : 
 

P(x) = ανx
ν + αν-1x

ν-1 + αν-2x
ν-2+ … +α1x + α0 = αν(x – ρ1)(x – ρ2)…(x – ρν) 

 
 Αν κάνουµε τις πράξεις στο δεύτερο µέρος και εξισώσουµε τους συ-
ντελεστές των ισοβάθµιων όρων, έχουµε τις εξής πολύ χρήσιµες σχέσεις οι 
οποίες συσχετίζουν τις ρίζες και τους συντελεστές ενός πολυωνύµου και που 
είναι γνωστές σαν τύποι του Vieta : 
 

S1 = ρ1+ρ2+…+ ρν-1+ρν  = –
ν

ν

α
α 1−  

S2 = ρ1ρ2+ρ1ρ3+…+ρ1ρν+ρ2ρ3+…+ρ2ρν +…+ρν-1ρν  = +
ν

ν

α
α 2−  

S3 = ρ1ρ2ρ3+ρ1ρ2ρ4+…+ρ1ρ2ρν+…+ρν-2ρν-1ρν  = –
ν

ν

α
α 3−  

… … … 

Sν = ρ1ρ2ρ3…ρν-1ρν  = (–1)ν

να
α0  

 
 

Πολυώνυµα µε Πραγµατικούς Συντελεστές 
 Αν τα πολυώνυµα P(x) και Q(x) ∈ R[x], τότε και τα πολυώνυµα P(x) ±  
Q(x), P(x)Q(x) αλλά και το πηλίκο και το υπόλοιπο της αλγοριθµικής διαίρε-
σης P(x):Q(x) είναι επίσης ακέραια πολυώνυµα µε συντελεστές πραγµατι-
κούς αριθµούς. 
 
 Αν το ακέραιο πολυώνυµο P(x) µε πραγµατικούς συντελεστές, βαθµού 
ν ≥ 2, έχει ως ρίζα τον µιγαδικό αριθµό α+iβ, όπου α, β∈R και β ≠ 0, τότε θα 
έχει ως ρίζα και τον συζυγή µιγαδικό α–iβ. 
 
 Αν το ακέραιο πολυώνυµο P(x) µε πραγµατικούς συντελεστές, βαθµού 
ν ≥ 2k, όπου k∈Ν, έχει ως πολλαπλή ρίζα τον µιγαδικό αριθµό α+iβ, όπου α, 
β∈R και β ≠ 0, µε βαθµό πολλαπλότητας k, τότε θα έχει ως πολλαπλή ρίζα 
και τον συζυγή µιγαδικό α–iβ και µε τον ίδιο βαθµό πολλαπλότητας k. 
 

Αν ένα ακέραιο πολυώνυµο P(x) µε πραγµατικούς συντελεστές έχει 
ως ρίζες µιγαδικούς αριθµούς, τότε το πλήθος των µιγαδικών ριζών θα είναι 
άρτιος αριθµός. 
 
 Όλα τα πολυώνυµα περιττού βαθµού που έχουν πραγµατικούς συντε-
λεστές έχει σίγουρα έναν τουλάχιστον πραγµατικό αριθµό σαν ρίζα. 
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 Ένα πολυώνυµο άρτιου βαθµού που έχει πραγµατικούς συντελεστές 
µπορεί να έχει καµία µιγαδική ρίζα ή όλες τις ρίζες του µιγαδικές ή άρτιο 
πλήθος µιγαδικών ριζών. 
 
 

Πολυώνυµα µε Ρητούς Συντελεστές 
 Αν τα πολυώνυµα P(x) και Q(x) ∈ Q[x], τότε και τα πολυώνυµα P(x) ±  
Q(x), P(x)Q(x) αλλά και το πηλίκο και το υπόλοιπο της αλγοριθµικής διαίρε-
σης P(x):Q(x) είναι επίσης ακέραια πολυώνυµα µε συντελεστές ρητούς αριθ-
µούς. 
 
 Αν το ακέραιο πολυώνυµο P(x) µε ρητούς συντελεστές, βαθµού ν ≥ 2, 
έχει ως ρίζα τον αριθµό α+ β , όπου α, β∈Q και β ∈R–Q, δηλ. το β δεν 
αποτελεί τέλειο τετράγωνο ρητού αριθµού, τότε θα έχει ως ρίζα και τον αρι-
θµό α– β  και µάλιστα µε τον ίδιο βαθµό πολλαπλότητας. 
 
 Αν το ακέραιο πολυώνυµο P(x) µε ρητούς συντελεστές, βαθµού ν ≥ 2, 
έχει ως ρίζα τον αριθµό α+β γ , όπου α, β, γ∈Q και γ ∈R–Q, δηλ. το γ 
δεν αποτελεί τέλειο τετράγωνο ρητού αριθµού, και β ≠ 0, τότε θα έχει ως ρίζα 
και τον αριθµό α–β γ  και µάλιστα µε τον ίδιο βαθµό πολλαπλότητας. 
 
 

Πολυώνυµα µε Ακέραιους Συντελεστές 
 Αν τα πολυώνυµα P(x) και Q(x) ∈ Z[x], τότε και τα πολυώνυµα P(x) ±  
Q(x) και P(x)Q(x) ∈ Z[x]. Επίσης, αν ο πρώτος συντελεστής του Q(x) είναι 
ίσος µε 1 ή µε –1, τότε το πηλίκο και το υπόλοιπο της αλγοριθµικής διαίρε-
σης P(x):Q(x) είναι επίσης ακέραια πολυώνυµα µε συντελεστές ακέραιους α-
ριθµούς. 
 

Αν το ακέραιο πολυώνυµο P(x) µε ακέραιους συντελεστές έχει ως ρί-
ζα τον ακέραιο αριθµό ρ ≠ 0, τότε ο ρ θα είναι διαιρέτης του σταθερού όρου 
α0 του πολυωνύµου, δηλαδή ρ/α0. 
 
 Αν έχουµε ένα πολυώνυµο µε ακέραιους συντελεστές, θα πρέπει να α-
ναζητάµε τις ακέραιες ρίζες του, αν φυσικά υπάρχουν, ανάµεσα στους διαι-
ρέτες του σταθερού όρου α0. 
 
 Το αντίστροφο της παραπάνω πρότασης δεν ισχύει πάντα, δηλ. δεν α-
ποτελούν όλοι οι διαιρέτες του σταθερού όρου α0 ρίζες ενός πολυωνύµου µε 
ακέραιους συντελεστές. 
 
 Ισχύει, όµως, το εξής : αν κανένας από τους διαιρέτες του σταθερού ό-
ρου α0 ενός πολυωνύµου µε ακέραιους συντελεστές δεν µηδενίζει το πολυώ-
νυµο, τότε αυτό δεν έχει ακέραιες ρίζες. 
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Αν το ακέραιο πολυώνυµο P(x) µε ακέραιους συντελεστές έχει ως ρί-

ζα τον ρητό αριθµό 
λ
κ

, όπου κ, λ∈Z, κ και λ είναι αριθµοί πρώτοι µεταξύ 

τους και λ ≠ 0, τότε ο κ θα είναι διαιρέτης του σταθερού όρου α0 του πολυω-
νύµου και ο λ διαιρέτης του πρώτου συντελεστή αν του πολυωνύµου, δηλαδή 
κ/α0 και λ/αν. 
 

Το αντίστροφο της παραπάνω πρότασης δεν ισχύει πάντα, δηλ. δεν α-

ποτελούν όλοι οι ρητοί αριθµοί της µορφής 
λ
κ

, όπου κ/α0 και λ/αν, ρίζες ενός 

πολυωνύµου µε ακέραιους συντελεστές. 
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ΑΣΚΗΣΕΙΣ ΣΤΑ ΑΚΕΡΑΙΑ ΠΟΛΥΩΝΥΜΑ 
 

1. Να βρεθούν οι αριθµοί α, β, γ και δ ώστε τα πολυώνυµα P(x) = αx4 + 
3x3+βx2–γx+δ και Q(x) = 3x3+(2–β)x2+(δ+10)x να είναι ίσα (Απ. 
α=0, β=1, γ=–10, δ=0) . 

2. Να βρεθούν οι αριθµοί α και β ώστε το πολυώνυµο P(x) = (α–5)x4 + 
(β+6)x3 + (2α+β–3γ+δ)x + (δ+5) να είναι το µηδενικό πολυώνυµο 

(Απ. α=5, β=–6, γ=–
3
1

, δ=–5). 

3. Να βρεθεί ο αριθµός α ώστε το πολυώνυµο P(x) = (α2–4)x3 + (α2–
5α+6)x + (α–2) να είναι το µηδενικό πολυώνυµο (Απ. α=2). 

4. Να βρεθούν οι πραγµατικοί αριθµοί α, β, γ αν ισχύει α+β+γ=27 και 

η συνάρτηση f(x) = 
43

)2()6()3(
2

2

++
−+−+−

xx
xx γβα

 είναι σταθερή ∀ x∈R. 

Ποια είναι η τιµή της συνάρτησης f(x) σ’ αυτή την περίπτωση; (Απ. 
α=5, β=12, γ=10, f(x)=2) . 

5. Να βρεθεί ακέραιο πολυώνυµο τρίτου βαθµού P(x)∈R[x] που να έχει 
ρίζα τον αριθµό µηδέν και να ισχύει : P(x+1) – P(x) = x2+x+1 (Απ. 

P(x) =
3
1

 x3+
3
2

x). 

6. Να βρεθεί το υπόλοιπο της διαίρεσης του πολυωνύµου P(x) µε το πο-
λυώνυµο x2–3x+2, αν γνωρίζουµε ότι το P(x) διαιρούµενο µε το x–1 δί-
νει υπόλοιπο 11 και διαιρούµενο µε το x–2 δίνει υπόλοιπο 15 (Απ. 
4x+7). 

7. Αν το πολυώνυµο P(x) = αx3+x2+βx+4 διαιρούµενο µε το πολυώνυµο 
x2–5x+6 δίνει υπόλοιπο υ(x) = 5x+8, να βρεθούν τα α και β (Απ. α= –

3
1

 , β=
3

19
). 

8. Να βρεθούν οι πραγµατικοί αριθµοί α και β, ώστε το πολυώνυµο 
x3+αx2–3βx+4 να διαιρείται ακριβώς µε το πολυώνυµο x 2–3x+2 (Απ. 

α=–1, β=
3
4

). 

9. Να βρεθεί το υπόλοιπο της διαίρεσης του πολυωνύµου P(x) µε το πο-

λυώνυµο (x2–α2) (Απ. 
2

)()(
2

)()( αα
α

αα −+
+

−− PPxPP
). 

10. Να βρεθεί το άθροισµα, το γινόµενο και το άθροισµα των τετραγώνων 

των ριζών του πολυωνύµου : 3x3+5x2–2x+6 (Απ. –
3
5

, –2, 
9

37
). 

11. Να βρεθεί το πολυώνυµο τέταρτου βαθµού µε ακέραιους συντελεστές, 
το οποίο να έχει ως ρίζες τους αριθµούς 2+ 2  και –1–3i (Απ. P(x) = 
α(x4–2x3+4x2–36x+20), όπου α∈Z). 

12. Αν τα πολυώνυµα P(x) = (2α+1)x2+βx+(γ–2) και Q(x) = 3x2–8x+ 
(α+2) έχουν ίδιες αριθµητικές τιµές για τρεις διαφορετικές τιµές του 
x, να βρεθούν οι αριθµοί α, β, γ (Απ. α=1, β=–8, γ=5). 

13. Αν το πολυώνυµο P(x) έχει ακέραιους συντελεστές και οι αριθµητικές 
τιµές του P(0) και P(1) είναι περιττοί αριθµοί, να αποδειχθεί ότι το 
πολυώνυµο P(x) δεν µπορεί να έχει ακέραιες ρίζες (Υπ. Μια πιθανή 
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ακέραιη ρίζα ρ θα πρέπει να είναι περιττός αριθµός αλλά και η αριθ-
µητική τιµή P(ρ) θα πρέπει να είναι περιττός αριθµός, δηλ. ≠ 0, όπερ 
άτοπο). 

14. Για ποιες τιµές των α και β, το πολυώνυµο αx3+β διαιρείται µε το πο-
λυώνυµο αx+β; (Απ. β=0 ή α=β ή α=–β). 

15. Να αποδειχθεί ότι το πολυώνυµο x5+6x–2 δεν έχει ακέραιες ρίζες 
(Υπ. Ελέγχουµε τις αριθµητικές τιµές του πολυωνύµου για x = 1, –1, 2, 
–2). 

16. Να βρεθούν οι τιµές του λ ώστε το πολυώνυµο x–1 να είναι παράγο-
ντας του πολυωνύµου λ2x3+4λx2–5 (Απ. λ=1 και λ=–5). 

17. Να βρεθεί το υπόλοιπο της διαίρεσης του πολυωνύµου x3+4x2–2x+3 
µε το πολυώνυµο x–2 (Απ. 23). 

18. Να βρεθεί το υπόλοιπο της διαίρεσης του πολυωνύµου x3+4x2–2x+3 

µε το πολυώνυµο 3x+1 (Απ. 
27

110
). 

19. Να βρεθεί το υπόλοιπο της διαίρεσης ενός πολυωνύµου P(x) µε το πο-
λυώνυµο x2–2x–3 όταν είναι γνωστό ότι το υπόλοιπο της διαίρεσης του 
πολυωνύµου P(x) µε το πολυώνυµο x+1 είναι –4 και το υπόλοιπο της 
διαίρεσης του πολυωνύµου P(x) µε το πολυώνυµο x–3 είναι –164 (Απ. 
–40x–44). 

20. Να βρεθεί το υπόλοιπο της διαίρεσης ενός πολυωνύµου P(x) µε το πο-

λυώνυµο (x–α)3 (Απ. 
2
1

P’’(α).x2 + (P’(α)–α.P’’(α)).x + P(α) – P’(α).α 

+ 
2
1

P’’(α).α2). 

21. Να βρεθεί το υπόλοιπο της διαίρεσης ενός πολυωνύµου P(x) µε το πο-
λυώνυµο (x–1)2(x–3) όταν είναι γνωστό ότι το υπόλοιπο της διαίρεσης 
του πολυωνύµου P(x) µε το πολυώνυµο (x–1)2 είναι x+1 και το υπό-
λοιπο της διαίρεσης του πολυωνύµου P(x) µε το πολυώνυµο x–3 είναι 8 
(Απ. x2–x+2). 

22. Να βρεθεί το υπόλοιπο της διαίρεσης του πολυωνύµου x6+4x5–
2x3+x2+3 µε το πολυώνυµο x3–2 (Απ. 9x2+3). 

 
 
 


